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Ontbinding in factoren

Nauwelijks 1s men begonnen met het leren rekenen of een eerste kennis-
making met het ontbinden in factoren treedt op. Reeds bij het vak reke-
nen op de lagere school is dit een geregeld beoefende bezigheid. Behalve
dat men deze activiteit leerzaam vindt heeft men haar nodig om op een
redelijke manier het rekenen met breuken te bedrijven. Immers bij ver=
eenvoudigen en bij optellen van breuken treden de begrippen GGD en KGV
op, welke in dit stadium het beste kunnen worden behandeld via ontbin-
ding in factoren en wel met name ontbinding in priemfactoren. Geleide-
lijk aan komt men dan tot de twee volgende hoofdeigenschappens:
I. Elk natuurlijk getal is in ondeelbare natuurlijke getallen te ont-
binden;
II. De sub I bedoelde ontbinding is ondubbelzinnig.
Hoewel het bewijs van eigenschap I eenvoudiger is dan dat van eigen-
schap II, is de feitelijke uitvoering van de ontbinding van een natuur-

1lijk getal een voor velen moeizame zaak, voor enkelingen een (soms tijd-




rovend) tijdverdrijf.

Omdat er meer gebieden in de wiskunde zijn, waar het probleem der ont-
binding in factoren aan de orde komt en omdat desarin de beweringen I
en II niet steeds gelden, is het goed de bewijzen ervan hier te rele-
veren en ze daarbij zo te formuleren dat ze ook op andere zaken dan

de natuurlijke getallen kunnen worden toegepast.

Het aanloopje daarbij is dat bij natuurlijke getallen eerst de welbe-
kende delingsalgorithmewordt ingevoerd, d.w.z. de mogelijkheid om bij
twee natuurlijke getallen a en b een tweetal niet-negatieve gehele ge-

tallen g en r te vinden met
a=qgb+r en 02 r<hb

Dit proces, reeds gegeven door Euclides, voert tot de welbekende algo-
rithme van Fuclides ter bepaling van de GGD van twee natuurlijke getal-
len; uit die alorithme volgt ook nog dat die GGD te schrijven is in de
gedaante ua + vb met gehele u en v. Is dit werk eenmaal verricht, dan

dient een volgend te passeren punt in deze gedachtenketen zich aan als

Het Lemma: Indien een priemgetal p deelbaar is op een product ab van
twee natuurlijke getallen, dan is het deelbaar op tenminste een van
beide factoren, anders gezegd:

uit plab, p [ a volgt pl b,
Immers, beschouw de GGD d van a en p. Deze is wegens het ondeelbaar zijn
van p hetzij gelijk aan p, hetzij gelijk aan 1. Was hij gelijk aan p,
dan zou gelden pla9 hetgeen strijdt met de onderstelling p Y a.
Derhalve is die GGD gelijk aan 1. Volgens het voorafgaande bestaan er

dan gehele u en v met 1 = ua + vp dus
(1) b = uab + vpb.

Uit plab, p|vpb volgt dan plbo

Is eenmaal Het Lemma bewezen dan is het nog maar een peuleschilletje
om bij twee hypothetische ontbindingen m = PyPy cco Py = Qdy co0 U
van eenzelfde natuurlijke getallen m de identiteit van de verzameling

der priemgetallen g en die der priemgetallen p aan te tonen.
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Zoals gezegd is deze gedachtengang gegeneraliseerd. Wij noemen de hoofd-
zaken van dit proces.

Eerst definieert men het begrip hoofdideaalring. Een hoofdideaalring

is een integriteitsgebied, waarin elk ideaal een hoofdideaal is.

Vervolgens voert men in het begrip Euclidische ring.

Hieronder wordt een integriteitsgebied verstaan, waarin aan elk ele-
ment a dat van nul verschilt een niet-negatief geheel getal g(a) is
toegevoegd waarvoor de volgende twee eigenschappen gelden:

le: Als ab ¥ 0, dan geldt glab) > gla);

2e: Voor elke a en b met a # O bestaan elementen ¢q en r met b = qa + r,

waarbij hetzij r = 0, hetzij glr) < gla).

Een meer enigszins geschoold mathematicus voelt hoe door invoering
van deze twee begrippen het hierboven voor natuurlijke getallen gege=
ven bewijs tot abstracter verzamelingen is uit te breiden. Daarbij komt
men dan tot de volgende stellingen:
Elke Euclidische ring is een hoofdideaalring.
In elke hoofdideaalring bezit elk element een ondubbelzinnige
ontbinding in priemelementen.
Wij gaan aan de bewijzen van deze stellingen voorbij en releveren alleen
dat men onderweg nog op een eigenaardigheid stuit, die men niet ontmoet
bij de natuuflijke getallen. Als voor van nul verschillende elementen
p en q geldt plq en a|p, dan behoeven p en q niet gelijk te zijn.
(Voorbeeld: p = 3, @ = =3 bij de verzameling der gehele getallen). Men
noemt twee dusdanige getallen p en q geassocieerd. Stelt men q = up,
p = vq, dan ziet men q = uvqg, dus uv = 1. Noemt men alle delers van
het element 1 eenheden, dan ziet men dat het quotiént van twee geasso-
cieerde elementen een eenheid is. Wil men nu grondeigenschap II redden,
dan moet men ontbinden waarbij geassocieerde elementen optreden identi=-
ficeren.(Voorbeeld: bij de gehele getallen: 15 = 3 x 5 = (=3) x (=5);

opmerking: bij de gehele getallen neme men g(a) = |a|).
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Voorbeelden van Euclidische ringen zijn er diverse. Wij noemden reeds

de verzameling der gehele getallen.

Verder geldt: De ring KEﬁI der veeltermen met coé&fficiénten, die tot een
lichaam K behoren, 1s Euclidisch. Hierbi] neme men voor een veelterm

f = f(x) als g(f) eenvoudig de graad van f(x). Wie zich de moeite neemt
het bewijs na te lopen, bespeurt reeds direct dat de delingsalgorithme
de noodzaak van deling der coéfficiénten met zich meebrengt; vandaar dat
wij eisten dat die tot een lichaam K behoren. Hierbij zij nog opge=
merkt dat alle elementen k van K eenheden zijn en dat f en kf dus ge~
associeerd zijn.

Belangrijke toepassingen zijn hier de volgende gevallen:

ie: K is de verzameling der rationale getallen;

2e: K is de verzameling der reéle getallen;

3e: K is de verzameling der rationale complexe getallen;

he: K is de verzameling van alle complexe getallen;

S5e: K is de verzameling der restklassen modulo p van de gehele getal~

len, waarbij p priem is,
Dat in het vijfde geval het getal p niet samengesteld mag zijn toont
het voorbeeld

(x + 1){x =1) = (x + 3)(x = 3) (mod 8)

Trouwens, de restklassen modulo een samengestel getal vormen geen 1li-
chaam.,

Weinig is nog gezegd over de in het begin genoemde eigenschap I, de uit-
voerbaarheid der ontbinding. In de gevallen ie t/m he staat de hoofd-
stelling der algebra hiervoor borg en in geval 5e een beschouwing die
zegt dat bij elke te ontbinden veelterm het aantal te onderzoeken onge-
lijke delers principieel eindig is.

Waar de hoofdstelling der algebra slechts de theoretische garantie biedt
van ontbindbaarheid, blijven practische hulpeigenschappen gewenst. Ener=-

zijds vindt men die in gevallen als 2e en lbe in de numerieke hoek.

(approximatie = methoden, met name van lineaire en quadratische factoren),

anderzijds biedt in gevallen als le
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een stelling van Gauss hulp door het probleem in wezen terug te voeren
tot dat van veeltermen met gehele coéfficiénten. Een stelling die in

de schoolwiskunde nuttig was ( en elders nuttig blijft) is de (welbeken=-
de) factorstelling: Als a een nulpunt is van een veelterm f(x), dan is
f(x) te schrijven in de gedaante (x = a) g(x).

Bij de gevallen le en 3e kan men voor lineaire factoren x = a van een
veelterm f{x) zich beperken tot eindig veel mogelijkheden voor het getal
a, omdat a n.l, een deler moet zijn van de bekende term van f(x) of een
daarmee in verband staand gemakkelijk aan te geven getal.

Wi] gaan aan al deze practische zaken, die ieder wel eens op zijn mathe=
matische levensweg heeft ontmoet, hier voorbij en stippen nog even met
een enkel woord aan het gebruik dat men maakt van de uitvoerbaarheid

en ondubbelzinnigheid van een ontbinding in priemfactoren.

De structuur van een onbepaalde integraal met als integrand een rationale
functie is verzekerd zodra de noemer van die rationale functie is ont=
bonden (bij bepaalde integralen is men tegenwoordig wel zo wijs om
"moeilijk" ontbindbare noemers te laten voor wat ze zijn en ze direct
numeriek aan te pakken). Bij het oplossen van een lineaire differentiaal=-
of differentievergelijking (met constante co&ffici&nten) moeten eerst
algebraische vergelijkingen, worden opgelost (de karakteristieke verge=-
lijking; de indiciaalvergelijking). Prefereert men een oplossingsmethode
met behulp van transformaties van Laplace, dan ontmoet men onderweg weer -
net als in de integraalrekening = het probleem der breuksplitsing, dus
der ontbinding van een veelterm, die ergens in een noemer verschijnt.
Ook blijft de hoofdstelling der algebra onontbeerlijk bij het bepalen
der eigenwaarden, van een matrix, waarbij voor de berekening ervan di=-
verse numerieke procédé’s zijn uitgedacht.

De hierboven met Se aangeduide rubriek vindt veelvuldig toepassing in

de theorie der schuifregisters en coderingsproblern in moderne infor-
matietechnieken.

Inmiddels is ook de theorie voortgeschreden. Geruime tijd geleden werd
opgemerkt dat de getallen van Gauss (dat zijn getallen a + bi met gehele

a en b) een Euclidische ring vormen, Stelt men n.l. gla + bi) = a2 + b2,
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dan geldt voor twee dergelijke getallen o en B allereerst g(oB) =
= gla) g(B) 2 glo), want voor elke B ¥ O heeft men g(B) > 1. Verder
geldt voor o en B met o ¥ O het bestaan van een quotient y = % =c + di
met reéle rationale ¢ en d. Kiest men ¢, respo d.l als het meest nabu-
rige gehele getal van ¢ resp. 4 dan geldt ]01 = cl Y 3, [d1 - d[ = %,

, + di heeft men gly - v,) £ (D% + (HF = &
Derhalve geldt B = v

dus voor YT = ¢
& * ey met v, geheel en dus ook Py = (v - Yl)a
geheel, waarbij g(Ci) < gly = Yl) gla) < 3g(a), waaruit de Euclidiciteit
en dus de ondubbelzinnigheid der ontbinding volgt.

Een toepassing, waarop wij hier niet nader ingaan is de mogelijkheid om
elk ondeelbaar viervoud +1 te schrijven in de gedaante r2 + 52 met ge=-
hele r en s, Die schrijfwijze is onder de onderstelling O < r < s zelfs
ondubbelzinnig.

Ook voor de getallen a + V2 en a + bVZQ (a en b geheel) gelden de be=-
weringen I en II over ontbinding. De ondubbelzinnigheid berust ander=-
maal op de Euclidiciteit en deze op haar beurt op een analoge beschou=-
wing als zoeven. Bij a(% 0) en B bestaat er een quotiént y = % =c + di
en daarbij is op dezelfde wijze als zoeven een Yy = ¢yt dli te bepalen.
Voert men nu in g(a) = |a2 = 2b2| getallen a + HV§ en gla) = a2 + 2b2
bij de getallen a + b\~2, dan blijft in beide gevallen

g(Y”Yj);(C“C1>2+2(d”d‘g)2%+%=%<1

en de FEuclidische algorithme 1is gered.

Dat dit type bewijs voor grotere |n| bij getallen a + b\[ﬁ (a en b geheel)
spaak loopt, is te voorzien. De gevolgen zijn er dan ook naar. Men heeft
10=2x5= (2 +-\£;;)(2 - VCB3 en nadat is vastgesteld dat de vier fac-
toren in deze twee ontbindingen priem zijn en niet paarsgewijze geasso-
cieerd, is de dubbelzinnigheid manifest.

Hiermee is meteen het probleem geboren: Voor welke n is de ontbinding
der bedoelde getallen ondubbelzinnig en voor welke niet? Hierbij zi]

nog opgemerkt dat voor n = 1(mod L) om bepaalde redenen niet moet worden

gewerkt met getallen a + b\ n maar met a + b(3 + %\63 (a en b geheel).
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Het dient nog te worden opgemerkt dat weliswaar uit Euclidiciteit de
ondubbelzinnigheid der ontbinding volgt,maar niet andersom. Er zijn
inderdaad waarden van n,waarvoor de betrokken ring niet Euclidisch is,
maar waarbij de ontbinding toch ondubbelzinnig is.

Voor negatieve n heeft men kunnen bewijzen dat de enige Euclidische
gevallen zijn n = =1, =2, =3, =7, =113 daarenboven is de ontbinding
ook nog ondubbelzinnig in de gevallen n = =19, =43, =67, =163 en even=-
tueel nog voor één verder geval (waarvan is aangetoond dat het voldoet

aan-n > 501099 zodat men zou kunnen aanvoeren dat het onwaarschijnlijk

is dat dit nog optreedt).
Voor positieve n blijkt de FEuclidiciteit alleen te gelden bij n = 2, 3,
5, 65 T, 11, 13, 17, 19, 21, 29, 33, 47, 51, 57, T3; de verdere posi=-
tieve n, waarbij de ontbinding nog wel ondubbelzinnig is, zonder dat de
Euclidische algorithme geldt, zijn lang niet volledig bekend; hiertoe
behoort onder meer n = 23,
Zonder bewljs vermelden wij nog dat er ingewikkelder voorbeelden van
Euclidische ringen zijn, zoals de ring der getallen

a + bY2 + ci + 3ai(1 4-\&;), (a, b, c, 4 geheel)
Dit is ook het geval met de getallen a + bV5.+ cY3 + zd(1 +\/§)VE
en met a + bV + Vo + avo (waarbij v = 1, V£ 1) voor gehele a, b, c en d.
En hiermede zijn de algebraische Euclidische ringen stellig nog niet

uitgeput. Wij willen ze verder laten voor wat ze zijn en nu overgaan

tot een ander type ringen van meer analytische origine.
Wij gaan uit van de welbekende formule uit de analyse
(au)' = au® + a'u,

welke na invoering van de differentiaaloperator D te schrijven is in

de gedaante
D(au) = a Du + a'u.

In operatorentaal is dit te formuleren door de gelijkheid
da=aDbD+a’;

immers beide operatoren leveren bij toepassing op een willekeurige
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functie u hetzelfde effect. Men kan nu op verschillende manieren D2a
uitrekenen, hetzij via de welbekende regel van Leibniz , hetzij als volgt:

D2a =D(aD + a') = (Da) D+ Da’ = (aD + a')D + a’D + a" =

= aD® + 2a'D + a”,

welke twee methoden overigens in wezen hetzelfde zijn. Voor willekeurige

natuurlijke n geldt iets analoogs, n.l.

(2) ol = ? (E) (k) o=k
k=0

Het onderscheid van de hier ontmoete polynomen in D is dat de "onbepaal-
de" D en de elementen a van het grondlichaam in het algemeen niet ver-
wisselbaar zijn: Da ¥ aD.

Toch is het in zekere zin veilig rekenen met dergelijke polynomen,
Gelijkheid definieert men het beste doxr ze in de standaardgedaante

f vav te brengen en dan gelijkheid der co&fficiénten van iedere

v=0
macht van D te eisen. Optelling en aftrekking zijn vrijwel triviaal

als men ze "gewoon" definieert en de vermenigvuldiging
n m
v
! po’. 1 o
v=0 u=0
van twee veeltermen in D resp. van de graad n enm (dus met bn + 0,
c + 0) voert met behulp van de bovengegeven omwerking van Dvcu na

termsgevijze uitwerking (dat is au fond toepassing van de distributieve
m+n

2 pKDKa
k=0

wet) tot een veelterm

Hierin is Pran = bncm + 0 aangezien de co&ffici&nten tot een integri-
teitsgebied behoren (immers ze behoren tot het lichaam der willekeurig
vaak differentieerbare functies).

Het kost weinig moeite om in te zien dat dergelijke polynomen een ring
vormen., Dat die ring in het algemeen niet commutatief is, leert het

voorbeeld

(D-a)(Dm'b)=D2=~(a+b)D+ab—b‘7;
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want (D = a)(D = b) = (D = b)(D -~ a) dan en slechts dan als a' = b',

een in het algemeen niet geldige bewering.

De vraag rijst of deze polynoomring Fuclidisch is. Definieert men de graad
van een polynoom op de normale wijze, dan blijkt de graad van een product
ook hier gelijk te zijn aan de som der graden der factoren. Dat is al &én
stap op de goede weg.

Men vraagt nu naar een rechter delingsalgoritme. Zij @ = a(D) =

= f a,0"; 8 = b(D) = %1 buDu; n 2> m

=0 u=0

Er blijken nu inderdaad polynomen k = g(D) en p = r(D) te zijn met

o =kB + p en hetzij p = 0 hetzij g(p) < g(B). Dat dit zo is blijkt als
men op de normale manier aan het delen gaat. Het quotient K moet natuur-

1ijk beginnen met qn_mDn'm en daarbij neme men Q20 dat het verschil

nNe=m
)

a(D) - (q D b(D)

een lagere graad heeft dan n. Dit komt er op neer dat a = % bm = 0,
dus q = %ﬁ . Wel realisere men zich dat de uitwerking van dit verschil
vele malen toepassing van formule (2) vergt. Hoe dan ook,het is van ten
hoogste de graad n = 1 en als men mits n = 1 > m daarna het proces voort=-
zet kan men een tweede term van q(D) op analoge wijze bepalen, enz.

Het proces is zover voort te zetten totdat uiteindelijk een verschil
(rest) optreedt van lagere graad dan het getal m of g(b), ofwel totdat
een rest nul optreedt. Evenzo bestaat er een linker-deling.

Onze ring is - hoewel niet commutatief - dus wel (rechts en links) Eucli-
disch. Het wordt nu spannend of hij een ondubbelzinnige ontbinding toe-
laat. Wij oriénteren ons even aan de analyse en wel via een analogon

van de factorstelling. Als u een oplossing is van de lineaire differen=-
tiaalvergelijking f(D) u = 0, dan is de lineaire differentiaaloperator

]
te ontbinden in de vorm f(D) = g(D)(D - %m)a
Inderdaad op grond van onze delingsalgorithme heeft men

£(D) = g(D)(D - ) + r,
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waarbij r of nul is of een veelterm van lagere graad dan de eerste, dus
r is een element van het grondlichaam K, d.w.z. een functie (die al of niet

de nul=-functie kan zijn). Derhalve
]
= £(D)u = g(D)(D - %%u + ru = g(D)(u® = u') + ru = ru,

Uit u # 0 volgt r = 0 en het bewijs is geleverd.

Omgekeerd als men weet £(D) = g(D)(D - a) en men bepaalt een functie

u met zﬂ = a dan voldoet u aan de differentiaalvergelijking f(D)u = O,

een feit dat zich in &&n regel laat verifiéren.

Nu is iedereen bekend, dat een differentiaalvergelijking als b.v.

u" - 5u' + 6u = 0, in opgratoren;chrijfwijze (D2 - 5D + 6)u = 0, oneindig
x X

veel oplossingen u = c,e = + c,e (cl, c,

bezit. Dus de drieterm D2 - 5D + 6 is op oneindig veel manieren te ont-

willekeurige constanten)

binden en wel e e2x + 3c e3x

2 _5D+6=(D~D)(D - —t 2 .
c e2X + c e3X
1 2
3c1e2X + 2c2e3x
Na enig gecijfer vindt men b = 5 3= en door variatie der
c,e +cye

waarden ¢. en c,. vindt men al die genoemde ontbindingen. Het zeer speciale

geval c, l 0 gezft de ontbinding (D - 2)(D = 3); het even speciale ge=-
val ¢, = 0 geeft (D - 3)(D - 2), welbekende zaken uit de analyse.

Wij moeten tot formule (1) terugkeren om te doorgronden dat het niet-
commutatief zijn van de ring der polynomen f(D) ondanks de Euclidiciteit
niet tot een eenduidigheid der ontbindingen voert. Toen immers werd die
eenduidigheid uit Het Lemma gehaald en in het bewijs van dat lemma trok
men conclusies uit b = uab + vpb, waarbij b.v. ab = wp. Zolang wij echter
de factoren p en b hier dus teide polynomen in D in de tweede term in

het rechterlid niet mogen verwisselen, sterker nog, zolang wij niet weten
of pb misschien tevens in een gedaante bp (met geschikt te kiezen )

is te brengen bezit b geen (rechtse) deler p en komt ons lemma op losse
schroeven te staan.

Nu omtmoetten wij eerder al het verschijnsel van gelijkwaardige ontbin=-

dingen als 15 = 3 x 5 = (=3) x (=5) en de vraag ligt voor de hand of er
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in ons geval iets te redden is. Inderdaad is dit, in het voetspoor van

0. Ore (1932) mogelijk, waarbij op een zeer speciale wijze, alle hier-
boven gevonden oneindig vele ontbindingen van een veelterm als D2 - 5D + 6
als equivalent worden verklaard.

Wij geven enkele hoofdzaken van de theorie van Ore. Daarbij gaan wij
nogmaals ult van de delings-algorithme van twee polynomen a = a(D) en

B = b(D) van het beschouwde type:

o = st + 81
B = K281 + 82
By = x3By + Bg
n=2 = Kan-1 * Bn
B = B

K
n=1 n+1 ™ n

Men vormt nu de uitdrukking

= =1 =1 =1 -1
¢ - Bn”18n 000 8182 o BB_] o aB 9

waarvan allereerst (door volledige inductie) is vast te stellen dat ze

een veelterm in de grootheden Kys coos Kn+1 en dus zelf een veelterm is.
Het getal k = ¢8 = B qB:3°~Bé?a is @ zowel een veelvoud van a als van B.
==

Bij voorkeur richt men het zo in dat de eerste coéfficiént van k gelijk
is aan 1. Het laat zich aantonen dat het het gemeenschappelijke veelvoud
van o en B is van de laagste graad, een KGV dus van o en B3 men schrijft
k = [a, B]. Nu voeren wij nog de grootheid B in, die gedefinieerd wordt
door B = o~ = ¢Ba'1 = [a, Bja'1o Deze willen wij opvatten als een nieuw
soort geassocieerde van B. Dat B% niet alleen door B, maar ook door o be-
paald wordt,leert ans dat dit nieuwe begrip geassocieerde ingewikkelder

is dan het klassieke. Toch voelt de lezer al dat dit wel zal leiden tot
de stelling dat twee ontbindingen van onze polynomen dezelfde zijn, afge-
zien van vervanging van factoren door hun geassocieerden-nieuwe-stijl.
Het zou te ver voeren om de theorie en met name het nieuwe begrip ge-

associeerde hier volledig te behandelen. Wij beperken ons tot een eenvou=

dig voorbeeld.
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Stel dat een quadratisch polynoom m in D twee verschillende ontbindingen
in lineaire factoren bezit m = aB = yé6 (dus (a, Y) = 1),
Vorm dan de KGV k van B en § als boven en daarna de grootheid

3

& = «g™! = 8, 5]3”10

Het is gemakkelijk in te zien dat juist doordat de bedoelde ontbindingen
verschillend zijn = het bedoelde KGV gelijk is aan m, dus § = WB~1 = a
Bij gevolg zijn de factoren a en § geassocieerd; enz. De redenering
moge triviaal lijken, zij is het echter niet, zoals bij verdere uitwer-
king blijkt.
Zij B=D-p; 6 =D=aq;p¥q (vant B § 8),
De Fuclidische algorithme leert nu
D=p=1, (D=g) + q = py dus K, = 13 5181 =q - P
D=gq= (ub + v)(q = p) met Ky = uD + v3 62 = 0,
De functies u en v moeten nog worden bepaald uit

D=~-gq=ulg~-opD+ulg" -p*) + via -p),

hetgeen na enig cijferwerk voert tot
v‘
a=p a=p a-p
Daarna vindt men

56?18 = (u + v)(D - p) = u® + (v - up)D - vp - up

en [B, Glontstaat hieruit door voorvermenigvuldiging met u_10

]

Na invullen van de gevonden waarden voor u en Vv bewijst men

2 q° -p" q‘p=-ap’
@ beno-do0 - fer e Ep e w e TR

Stel nu eens dat men heeft

(D -r)(D = a)e

(D - 2)(D - 3)
Dan moet dus gelden (op grond van (3) met p = 3, p* = 0)

q ]
= q+ 5 6 = 3
> =q¥3 + E&— 3q + E%g

Beide relaties voeren tot

qa =(2=q)lqa - 3),
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welke differentiaalvergelijking door scheiding van veranderlijken kan

worden opgelost. Er komt successievelijk

d gq=2
= ° = 4 °
5T3237%3:§7 jdx, 1n a3 x + C;
X 2x 3x
2 _ o X X = 2~3CO e _ 2e -300 e
- H - 9
a-3 0 1=C &~ e2x=C e3x
0 C 0
een uitkomst die door de substitutie C0 = = Eg in de vroeger gevondene
2C1 e2x+302 e3x !
5% 3% overgaat .
C1 e +C2 e

Wij laten het bij dit voorbeeld en vermelden dat de theorie in vrijwel
ongewijzigde vorm is uit te breiden tot gevallen, waar als grondrelatie

niet meer geldt Da = aD + a’, maar algemener Da = ajD + ag, waarbi]

de functies a, en a_, door a worden bepaald. Kiest men a., = a en ay = a’

1 0 1
dan krijgt men het oude geval terug; Kiest men a, = Ea; a_=Aa dan krijgt

1
men het geval waarbij D de differentieoperator is.

0

Zelfs blijken generalisaties mogelijk met een grondrelatie
Da = a2D2 + a,D of algemener Da = E aVDV, waarbij n vast
U \)=1

is en a,; cooy a functies zijn die door a bepaald zijn en met a tot een

>
gegeven}grond)lichaam behoren. Doordat hier het begrip graad zijn hou-

vast verliest, verloopt de behandeling moeizemer. Zelfs blijkt dat men

in dergelijke gevallen eenheden van een zeer ongewoon type vindt, n.l.
eenheden die zelf weer polynoom zijn die dus buiten het grondlichaam vallen.
Door een juiste ingreep is zelfs ook nu nog de ontbindingstelling te
redden, zoals recente onderzoekingen van Ir. Th.H.M. Smits in Delft

hebben geleerd.







